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Zusammenfassung: Fiir das Vorliegen von stoch-
astischer Unabhdngigkeit hat man nicht immer das
richtige ,, Bauchgefiihl “, wie an mehreren Beispielen
illustriert wird. Auch die Beziehung zur kausalen Un-
abhdngigkeit ist verwickelter, als man vielleicht ver-
mutet.

Einleitung

Am Anfang einer stochastischen Modellierung steht
hiufig die Frage, ob zwei Ereignisse stochastisch
unabhéngig voneinander sind oder nicht. Wenn alle
in Frage kommenden Wahrscheinlichkeiten bekannt
sind, ldsst sich die Frage nach der stochastischen Un-
abhingigkeit der Ereignisse 4 und B leicht dadurch
entscheiden, dass man iiberpriift, ob die Formel
p(4|B) = p(4) bzw. p(4 n B) = p(4) p(B) gilt oder
nicht. In erstaunlich vielen Fallen ist der Weg iiber
die Formel die einzige Moglichkeit, die Frage nach
der stochastischen Unabhingigkeit zu entscheiden.
In einem der einflussreichsten Biicher zur Stochastik,
namlich bei Feller (*1970), steht auf S. 125 und 126:
,,Es gibt Situationen, in denen nur durch Berechnung
entschieden werden kann, ob stochastische Unab-
hingigkeit vorliegt oder nicht. (,,,) Es ist nicht im-
mer offensichtlich, ob Unabhéngigkeit vorliegt oder
nicht®. Und in der neueren Publikation Batanero und
Borovenik (2016) ist auf S. 79 zu lesen: ,,Obwohl
der Begriff der Unabhingigkeit grundlegend fiir die
Stochastik ist, ist es schwierig, ihn ohne Bezug auf
Formeln zu erkléren.*

Der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit ldsst
sich tatsdchlich kaum mit alltiglichen Erfahrungen
verkniipfen, obwohl der Begriff ,,Unabhédngigkeit
im Alltag hidufig vorkommt. Dies kann dazu fiihren,
dass Schiilerinnen und Schiiler unpassende Grund-
vorstellungen zu diesem Begrift entwickeln oder ihn
auch einfach mit der kausalen Unabhingigkeit ver-
mengen.

Daher geht es in diesem kurzen Artikel nicht darum,
wie man die stochastische Unabhingigkeit einfiihrt
oder berechnet, sondern um einige verwirrende Ei-
genschaften dieses Begriffs. Dabei beschrinke ich
mich auf die paarweise stochastische Unabhingig-
keit von Ereignissen; schon hier gibt es einige Merk-

wirdigkeiten. Um uninteressante Félle auszuschlie-
Ben, gelte fiir jedes im Folgenden vorkommende
Ereignis E, dass fiir dessen Wahrscheinlichkeit stets
0 < p(E) <1gilt.

Sind die Ereignisse 4 und B stochastisch unabhéingig,
so wird dies durch 4 1 B ausgedriickt.

Erste Eigenschaften

Naturgemdl3 ist ,,1“ eine symmetrische Relation
(d. h. aus 4 1 B folgt B L A), sie ist jedoch erwar-
tungsgemal nicht reflexiv (d. h. fiir kein Ereignis £
gilt E L E wegen p(ENE)= p(E)> p(E)- p(E))
(man beachte, dass stets 0 < p(E) <1 gelten soll)
und, wie man spiter sehen wird, erstaunlicherwei-
se auch nicht fransitiv. Diese Eigenschaften hat die
stochastische Unabhingigkeit mit dem Senkrechtste-
hen von Geraden gemeinsam (wenn in der Ebene die
Gerade fauf g senkrecht steht und g auf 4, so sind f
und % zueinander parallel, aber sie stehen nicht aufei-
nander senkrecht).

Aber die stochastische Unabhingigkeit hat auch
verbliiffende Eigenschaften, die sie mit dem Senk-
rechtstehen nicht teilt.

Disjunktheit ist keine Unabhangigkeit

Sind zwei Ereignisse als Mengen zueinander dis-
junkt, so konnen beide nicht stochastisch unabhén-
gig sein. Das ist zwar vollig trivial, aber gegeniiber
Schiilerinnen und Schiilern zu erwéhnen notwendig,
um diesbeziigliche Fehlvorstellungen gar nicht erst
entstehen zu lassen. Dass man mit der Auffassung
von Ereignissen als Mengen mitunter auch in anderer
Hinsicht auf einen Holzweg gerit, zeigen die Bei-
spiele des folgenden Abschnitts.

Ein Phanomen der Irrelevanz

Eine Urne enthalte vier Kugeln mit den Nummern 1
bis 4, und man ziche einmal. Ereignis 4,, bedeute,
dass 1 oder 2 gezogen wird, 4,, bedeute, dass 2 oder
3 gezogen wird und spéter 4, dass i oder j oder k
gezogen wird. Die oben erwéhnten Formeln besagen
wegen

(A, N Ay) = p(4,) = % = (j)z = p(4,,)- p(4y),

dass 4,, L A4, gilt.
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Dies wiirde sich jedoch sofort andern, wenn die Urne
nur die eigentlich relevanten Kugeln 1 bis 3 enthalten
hitte, denn dann wére

p<A12 N Azs) = p(Az) = % < (%)2 = p(An) : p(Azs)!

Auch wenn die Urne noch weitere irrelevante Ku-
geln enthalten hitte (wie etwa 1 bis 5 oder 1 bis 8)
hitte man keine stochastische Unabhéngigkeit mehr;
diese tritt tatsdchlich nur ein fiir die Kugelbeset-
zung 1 bis 4, d. h. wenn es genau eine irrelevante
Kugel gibt, denn wenn i die Anzahl der irrelevanten

1

Kugeln angibt, ist p(4,N A4,)= p(4,) = 357

und p(4,) = p(4,) = 75, was auf die Gleichung
2
ﬁ = (%) mit der Losung i = 1 fiihrt. Das hitte

man ohne die Formel niemals geahnt!

Betrachtet man die Ereignisse A4,,, und A4,,, so hat
man fiir keine Urnenbelegung mit unterschiedlich
nummerierten Kugeln stochastische Unabhangigkeit,

3 3 2 L 1
denni+4'i+4_i+4 hatdleLosungz—z.

Die Ereignisse 4,,; und A4 ,,; sind nur dann stochastisch
voneinander unabhéngig, wenn die Urne die Kugeln

. 3 3 1
1,2,...,8,9enthalt,denn5+i-5+i—5+ihat

die Losung i = 4.

Hier sind weitere Aufgaben moglich, etwa, dass
die Ereignisse 4,, und A4,, nur fiir 6 Kugeln
stochastisch unabhingig voneinander sind, da

2 3 | ST .
417 4+7 - 4+ dieLosungi =2 hat.

Dass offensichtlich irrelevante Begleitumstinde mit-
unter einen Einfluss auf das Vorliegen von stochasti-
scher Unabhingigkeit haben kdnnen, entspricht nicht
dem ,,Bauchgefiihl“ zur Unabhingigkeit, insbeson-
dere nicht, dass genau eine bestimmte Anzahl irre-
levanter Kugeln zur stochastischen Unabhingigkeit
gebraucht wird, und dass fiir manche Ereignisse gar
keine stochastische Unabhingigkeit erreicht werden
kann.

Der Grund fiir dieses falsche Bauchgefiihl liegt darin,
dass stochastische Unabhingigkeit kein Begriff ist,
der sich auf Ereignisse als Mengen bezieht, sondern
sich auf Ereignisse als Mengen zusammen mit Wahr-
scheinlichkeiten bezieht. Letztere konnen sich durch
das Hinzufiigen irrelevanter Kugeln durchaus éndern!

Der Einfluss irrelevanter Alternativen ist vielleicht
einfacher zu verstehen, wenn man das Urnenbeispiel

etwas in Richtung des bekannten Ziegenproblems
modifiziert und bedingte Wahrscheinlichkeiten be-
trachtet:

Der Kandidat soll zwischen vier (gleich aussehen-
den) Tiiren wihlen; er wird den hinter der Tiir be-
findlichen Gegenstand behalten diirfen. Hinter den
Tiiren 1 und 2 ist jeweils ein Auto (was der Kandidat
aber nicht weil3), und hinter den Tiiren 3 und 4 je-
weils eine Ziege. Das Ereignis 4, bestehe darin, dass
der Kandidat Tiir i oder Tiir j wahlt. Die Wahrschein-
lichkeit fiir 4,, betragt 2/4. Aus irgendeinem Grund
beachtet der Kandidat nicht die Tiiren 1 und 4. Daher
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, Tiir 1 oder 2 zu
wihlen, so grol} wie

P(Alz n Azz) P(A2> 1

A,lA,;) = = =5.

p( 12| 23) p(Azs) p(Azs) )
Das bedeutet, dass 4,, L 4,, gilt. Wenn es aber
neun Tiren gegeben hitte (und hinter 1 und 2 je-
weils ein Auto) und der Kandidat aus irgendeinem
Grund nur die Tiren 2 und 3 beachtet hitte, dann

wiire die unbedingte Wahrscheinlichkeit p(4,,) = %

viel kleiner als die bedingte Wahrscheinlichkeit

A
p(A12|A23) = 5(<A 2)) = %, so dass A,, und 4,, nicht
23

mehr stochastisch unabhingig sind. Allerdings hitte
man auch bei Verwendung bedingter Wahrschein-
lichkeiten kaum geahnt, welche Anzahl von Tiiren
zur stochastischen Unabhéngigkeit fiihrt.

Merkwirdige Abhangigkeiten

Eine Euro-Miinze mit der iiblichen nationalen und
der internationalen Seite wird n-mal geworfen, dabei
sei p(national) = 77 und p(international) = 1 — 77 mit
0<zm<l.

Ereignis 4 bedeute, dass bei den n Wiirfen hochstens
einmal die nationale Seite fillt, und B bedeute, dass
alle Wiirfe immer dieselbe Seite zeigen. Dann ist

p(A) :<8) 7’ '(1—77,')" —}—(’11) ! .(1_7Z)n—1

(bei der Anwendung der Binomialverteilung wird
stochastische Unabhéngigkeit der Ergebnisse der
Einzelwiirfe vorausgesetzt!), ferner ist

pB)=(5) 71—y +(2)-a"-(1—xy
und

panB)=(3)-n"-(1—ny.
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Ob 4 und B stochastisch unabhéngig sind oder nicht,
kann wiederum nur die Rechnung entscheiden. Ta-
belle 1 zeigt die (mit einem CAS ermittelten) Er-
gebnisse. Ist die Miinze fair, so ist stochastische Un-
abhingigkeit nur fiir » = 3 vorhanden, was so nicht
abzusehen war. Auch die Resultate fiir n > 3 wéren
ohne die Formel kaum zu vermuten gewesen.

Stochastische Unabhéingigkeit?

niemals

nur fiir 7 = 0,5
nur fiir 7 = 0,59
nur fiir 7 = 0,63
nur fiir 7 = 0,655
nur fir 7 = 0,675
nur fiir 7 = 0,692
nur fiir 7 = 0,707

O 0 N O W A~ W NS

100 | nur fiir 7 = 0,9305

Tab. 1: Zur stochastischen Unabhangigkeit bei
Minzwdrfen

Ein weiteres Beispiel mit einer
merkwiirdigen Abhangigkeit

Man habe eine Urne mit einer weillen und einer
schwarzen Kugel und ziehe n-mal mit Zuriicklegen
(mit n > 1) und betrachte die Ereignisse

A: Bei den n Ziehungen kommen beide Farben vor,

B: Bei den n Ziehungen kommt ,,weil}* hochstens
einmal vor.

Dann ist p(4) = 227_2 (denn es miissen nur die

beiden einfarbigen Sequenzen ww..w und ss...s

ausgeschlossen werden) und p(B) = n;l

(denn
»weill* kann an jeder Stelle stehen oder kommt gar
nicht vor) sowie p(4 N B) = % (denn ,,weil}* muss

genau einmal vorkommen). Natiirlich hitte man hier
auch die Formeln der Binomialverteilung anwenden
konnen.

Ist A L B? Die zu iiberpriifende Formel fiihrt auf

2"—2_(8)*(7)_(7)

2" 2" 2"

bzw. auf
2"=2-n+2,

und diese Beziehung ist nur richtig fiir » = 3. Auch
das hitte man nicht vermutet (und ohne die Formel

auch nicht sehen konnen): Nur wenn man dreimal
zieht, sind die Ereignisse 4 und B stochastisch unab-
héngig voneinander.

Andert man B ab zu

B*: Bei den n Ziehungen kommt ,,wei3* hochstens
zweimal vor,

hétte man die Beziehung

y—a () (1)) _ (1))

2" 2" 2"

zu {iberpriifen, die auf n» = 5 fiihrt. Dass tatsdchlich
n = 5 die Losung ist, ldsst sich mit Tabellenkalkulati-
on gut ermitteln.

Solche Fragestellungen bestétigen einerseits das Ge-
fiihl, dass man vielen Ereignissen die stochastische
Unabhéngigkeit nicht ansieht, und andererseits tiilben
sie den Umgang mit der Binomialverteilung. Ferner
fihren sie auf natiirliche Weise zu dem Problem, wie
man Gleichungen 16st, fiir die es keine Losungsfor-
mel gibt (dies war schon bei Tabelle 1 der Fall).

Beziehungen zu Durchschnitt
und Vereinigung

Da das Vorliegen stochastischer Unabhéngigkeit stark
von den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten abhéngt, ist
zu vermuten, dass sich der Begriff mit Durchschnitt-
und Vereinigungsbildungen nicht gut vertrigt. In der
Tat: Bei einer Urne mit den Kugeln 1 bis 4 und

A;: Es wird 7 oder j gezogen (entsprechend, wenn
man eine andere Anzahl von Kugeln zieht)

gilt A, L A,und 4,, 1 A,,, aber weder ist 4,, stoch-
astisch unabhéngig von 4,;U 4,, = A,,, noch von
A;NA,=4,.

Hat man eine Urme mit 9 Kugeln, so ist zwar
A, L A,,, aber weder ist 4,,, stochastisch unabhéan-
gig von 4, noch von 4 ,5s.

Warum ist das interessant? Der Grund liegt darin,
dass die Situation bei kausaler Unabhingigkeit an-
ders ist. Ist Ereignis 4 sowohl von B als auch von
C kausal unabhéngig ist, so wird 4 auch von BN C
kausal unabhéngig sein. Und wenn im Raum eine
Gerade auf zwei Ebenen senkrecht steht, dann auch
auf der Schnittgeraden.

Zur kausalen Unabhangigkeit

Zwei Aussagen sollen kausal abhdngig heiBlen, wenn
aus der einen die andere oder das logische Gegen-
teil der anderen folgt. Man konnte sich andere Defi-
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nitionen der kausalen Abhéngigkeit vorstellen, etwa
liber eine ,,reale Beeinflussung® nach Henze ('“2013,
S. 120 f£.), wonach beim Wurf mit zwei Wiirfeln die
Ereignisse ,,Augensumme ist gerade* und ,,der erste
Waurf zeigt eine ungerade Zahl“ sich zwar gegensei-
tig beeinflussen, ohne dass man das eine Ereignis aus
dem anderen kausal folgern konnte. Im Folgenden
soll mit der zu Beginn dieses Abschnitts formulierten
Definition gearbeitet werden. Dabei wird hier auch
nicht der Fall beriicksichtigt, dass zwei Aussagen
kausal aus einer dritten folgen, ohne dass sie sich ge-
genseitig kausal beeinflussen.

Zwei Aussagen sind kausal unabhdngig genau dann,
wenn sie nicht kausal voneinander abhéngig sind.

Ubergang zu Teil- oder Oberereignissen

Es verwundert nicht, dass die stochastische Unabhén-
gigkeit auch nicht erhalten bleiben muss, wenn man
zu Teilereignissen oder zu Oberereignissen iibergeht.
So gilt bei einer Urne mit den Kugeln 1 bis 4 sowie
den Ereignissen

A,: Eswird die Kugel i oderj gezogen (analog, wenn
es mehrere oder weniger Indizes gibt)

die Beziehung A,, L 4,,, aber nicht 4,, 1 4, und
auch nicht 4,, 1 4,,,.

Allerdings ist der Begriff der stochastischen Unab-
hingigkeit vertraglich mit Vergroberungen, die durch
Einteilungen von stochastisch unabhingigen Ereig-
nissen in zueinander disjunkte Blocke entstehen (vgl.
Henze 2013, Kap. 16.6).

Zur bedingten stochastischen
Unabhangigkeit

Man konnte auch auf die Idee kommen, bei allen
vorkommenden Ereignissen Untermengen zu be-
trachten. Dies passiert bei der bedingten stochas-
tischen Unabhingigkeit, die durch die Gleichung
p(4n B|C)= p(4|C) - p(B|C) definiert ist. Dass
die bedingte stochastische Unabhéngigkeit kausal
unabhingig ist von der unbedingten stochastischen
Unabhingigkeit, sicht man etwa an folgendem Bei-
spiel:

Man werfe eine Miinze mit den Seiten ,,0° und ,,1¢
dreimal; X, sei das Ergebnis des k-ten Wurfs, und S,
die Summe der ersten £ Wurfergebnisse (Tabelle 2).

Dann st p(X1=1):%, p(53:1):% und

p(X,=1AS,=1)= %, also sind die Ereignisse

X, =1und S, = 1 nicht stochastisch unabhéngig von-
einander.

X X, X S, S
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 1
0 1 1 1 2
1 0 0 1 1
1 0 1 1 2
1 1 0 2 2
1 1 1 2 3

Tab. 2: Beispiel zur bedingten stochastischen Un-
abhangigkeit

Andererseits ist jedoch p(X = 1| S, = 1) = %

und p(S3 =1|s, = 1) = % sowie

p(Xl =1AS,=1]|S,= 1) = %, so dass die bedingten
Ereignisse X, = 1|S2 =1lund S, = 1|S2 =1 nunmehr
stochastisch voneinander unabhéngig sind.

Es geht auch andersherum: Die Ereignisse
X, =1 und X,=1 sind stochastisch unabhin-
gig voneinander. Fiir die bedingten Ereignisse
X, =1/S,=1 und X,=1|S,=1 gilt dies wegen

1
p(x, =1|s,=1)=p(x,=1|S,=1)=7 und
p(Xl =1AX, =15, = 1) = 0 allerdings nicht mehr.

Durch die Bedingtheit kann somit stochastische Un-
abhingigkeit entstehen, aber auch vergehen.

Zur Komplementbildung

Die Komplementbildung ist allerdings vertriglich
mit der stochastischen Unabhingigkeit:

Es sei 4 L B und B das Gegenereignis zu B (das ge-
nau dann eintritt, wenn B nicht eintritt). Dann folgt
aus der Beziehung p(4 N B) = p(4) - p(B), dass we-
gen AN B=A— AN Bauch

p(4n B)= p(4) = p(4n B)

= p(4) — p(4) - p(B)
= p(4)- (1= p(B))
= p(4)- p(B)

gilt. Die Beziehungen
AL B A1LB A1LB ALlB
sind also alle zueinander dquivalent.

Jedoch gilt fiir kein Ereignis E (abgesehen von
den ausgeschlossenen sicheren oder unmdgli-
chen Ereignissen) die Beziehung E 1L E wegen
0=p(ENE)< p(E)- p(E). Dies entspricht auch
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dem ,,Bauchgefiihl*“: Natiirlich sollte das Eintreten
eines Ereignisses abhéngig sein davon, ob sein Ge-
genteil eintritt.

Stochastische Unabhangigkeit
ist nicht transitiv

Auf den ersten Blick verblifft die Tatsache, dass die
stochastische Unabhéngigkeit nicht transitiv ist: So
gilt fiir eine Urne mit den Kugeln 1 bis 6, dass die
Beziehungen A4,, L 4,, und A4,,, L A, gelten, nicht
aber 4, L A,,.

Oder man stelle sich vor, mit zwei fairen Wiirfeln
nacheinander zu werfen. Fiir die Ereignisse

A: Der erste Wiirfel zeigt eine ,,6°,
B: Die Augensumme ist 7,
C: Der erste Wiirfel zeigt eine ,,5°.

zeigt Abb. 1, dass 4 L Bund B L C gilt, aber natiir-
lich nicht A 1L C.

a
61

62
63
64
65

66
o/

Abb. 1: Beispiel zur Nichttransitivitat beim Wirfeln

11 21 31 41
12

Ubrigens setzt diese Argumentation (wie schon bei
fritheren Beispielen) die stochastische Unabhingig-
keit aller Wiirfelergebnisse voraus.

Allerdings hat man auch bei kausaler Unabhangigkeit
keine Transitivitét (dass heute der 3. 7. ist, ist kausal
unabhéngig davon, dass Kolumbus Amerika entdeckt
hat, und gleiches gilt von dem Faktum, dass morgen
der 4. 7. sein wird, aber die beiden Datumsangaben
hiangen sehr wohl kausal voneinander ab). Solche
Strukturgleichheiten moégen auch dazu beitragen,
dass die stochastische Unabhingigkeit falschlicher-
weise mit der kausalen identifiziert wird.

Die Nichttransitivitat war zu erwarten

Es ist stets so, dass eine symmetrische, aber nicht re-
flexive Relation ,,~ nicht transitiv sein kann, denn
wenn sie transitiv wire, wiirde aus 4 ~ B und B ~ 4
folgen, dass 4 ~ 4 wire im Widerspruch zur nicht
vorhandenen Reflexivitit.

Gleichwohl wird man sich im Unterricht nicht auf
diese abstrakte Argumentation beschrinken wollen,
sondern ein konkretes Beispiel wie das eben ange-
fiihrte erldutern (oder, besser noch, von Schiilerinnen
und Schiilern selbst finden lassen).

Beziehung zur kausalen Unabhangigkeit

Dass kausale und stochastische Unabhdngigkeit nicht
dasselbe bedeuten kénnen, meint man schon daran
sehen zu konnen, dass die kausale Abhingigkeit
symmetrisch ist. Allerdings ist auch die stochastische
Abhingigkeit symmetrisch (Meyer 2019, S.25).
Man braucht also handfeste Beispiele.

Betrachten wir eine Urne mit zwei Kugeln, die die
Ziffern ,,1 und ,,2* tragen. Zweimal wird eine Kugel
gezogen und nach jeder Einzelziehung zuriickgelegt.
Folgende Ereignisse seien definiert:

Ereignis 4 bedeute, dass die erste gezogene Ku-
gel eine ,,1* trdgt, B bedeute, die zweite gezoge-
ne Kugel eine ,, 1 tragt, S bedeute, dass die Zif-
fernsumme 3 betrdgt. Gelten 4 und B, dann nicht
S, und gelten 4 und S, dann nicht B und gelten B
und S, dann nicht 4. Gleichwohl hat man wegen
der moglichen Wurfergebnisse 11, 12, 21, 22 die

Wahrscheinlichkeiten p(4) = p(B) = p(S) = % und

p(AnB)=p(BNS)=p(SNn4)= %, so dass je-
weils 4 L B,B L Sund S L A4 gilt.

Kausale Abhingigkeiten kdnnen sich also durchaus
mit stochastischer Unabhéngigkeit vertragen.

Bei nur zwei Ereignissen ist es so, dass kausale Ab-
hingigkeit die stochastische Abhingigkeit zur Folge
hat:

Wenn ein Ergebnis S das Ereignis 7" zur (kausa-
len) Folge hat, dann gilt p(S) < p(7) und somit
p(SNT)= p(S) # p(S)- p(T), falls p(S) > 0 ist.

Analog kann man argumentieren, wenn S das logi-
sche Gegenteil von T zur Folge hat.

Aus kausaler Unabhangigkeit folgt
nicht die stochastische Unabhangigkeit:
Ein erstes Beispiel

Falk und Bar-Hillel (1983; S. 246) betrachteten eine
Urne mit vier Kugeln, zwei weillen und 2 schwarzen.
Sie definierten die Ereignisse

A: Erste Kugel weif3,

B: Zweite Kugel weil.
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Dann ist p(A)Z% und p(B):%‘%+%-

(vgl. Abb. 2).

S \)
| —
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Abb. 2: Zum Beispiel von Falk und Bar-Hillel

Legt man nicht zuriick, so meint man, dass
p(4]B) = p(A) sei, weil die Farbe der ersten Kugel
ja wohl nicht von der Farbe der zweiten Kugel abhin-
gen konne. In Wirklichkeit ist jedoch

_pAnB) _1/6 _ 1
p(zﬂ@-w—ﬂ—?

so dass keine stochastische Unabhéngigkeit vorliegt!

Das bedeutet, dass entgegen der Intuition stochasti-
sche Abhéngigkeit auch in vermeintlich kausal unab-
héngigen Situationen auftreten kann.

(Man kann, um dies zu zeigen, die Urne auch anders
bestlicken, ndmlich mit w > 1 weilen, s > 1 schwar-
zen und g gelben Billen.)

Ein weiteres Beispiel dafiir, dass aus
der kausalen Unabhangigkeit nicht die
stochastische folgt

Man habe eine Miinze mit den Aufschriften ,,0° und
,, 1, werfe dreimal und betrachte die Ereignisse

A: Der erste Wurf zeigt eine ,,0%,
B: Die Summe der Aufschriften ist 2.

Die moglichen Wurfresultate sind 000, 001, 010,
011, 100, 101, 110, 111.

Es ist weder so, dass man von 4 auf B schlielen kann
noch von B auf 4. Die beiden Ereignisse sind mit-
hin kausal unabhéngig. Andererseits sind sie wegen
p(4)= %, p(B)= % und p(4 N B)= % nicht stoch-
astisch unabhéingig!

Man kann dieses Beispiel verallgemeinern, indem
man nicht dreimal, sondern n-mal wirft und statt B
das Ereignis

B‘: Die Summe der Aufschriften betrdgt n — 1

betrachtet. Die kausale Unabhingigkeit bleibt erhal-

ten, und wegen p(4) = %, p(B)= % (denn es muss

genau eine ,,0° vorkommen, und die kann an jeder

Stelle stehen) und p(4N B') = % (denn es kommt

nur die Sequenz 011...11 in Frage) liegt stochasti-

sche Unabhéngigkeit nur dann vor, wenn % = % : %

bzw. n = 2 gilt.

Wiederholungen unter identischen
Bedingungen

Oben wurde gesehen, dass aus der kausalen Unab-
héngigkeit nicht die stochastische Unabhingigkeit
folgt.

Damit hat man ein Problem: Wie lésst sich dann ge-
nerell die Annahme der stochastischen Unabhéngig-
keit bei einer stochastischen Modellierung rechtfer-
tigen? So ist die stochastische Unabhéngigkeit eine
wesentliche Voraussetzung, wenn man etwa mit der
Binomialverteilung arbeiten will. Es ist jedoch nur
einfach, die kausale Unabhingigkeit zu tiberpriifen.

Das Verhalten von Wiederholungen unter gleicharti-
gen Bedingungen wird modelliert durch Wahrschein-
lichkeitsverteilungen. Die Annahme stochastischer
Unabhingigkeit ist Teil dieses Modellierungsprozes-
ses.

Das bedeutet, dass man die stochastische Unabhén-
gigkeit als Annahme hineinstecken muss und dann
nur tberpriifen kann, ob die Folgerungen, die man
dann erhilt, mit der Realitdt hinreichend viel zu tun
haben.
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